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TÓM TẮT
Bài báo này nghiên cứu cơ chế sụp đổ tự hấp dẫn trong các sao boson thông qua một mô hình
bán tương đối tính có nguồn gốc từ lý thuyết ngưng tụ Bose–Einstein. Mô hình được xây dựng từ
phương trình Hartree bán tương đối tính với thế hấp dẫn Newton, trong đó động năng được biểu
diễn bởi toán tử

√
−∆+m2 , với m là khối lượng hạt boson. Hệ này tồn tại một khối lượng tới hạn,

tương tự như giới hạn Chandrasekhar đối với các sao fermion. Khi tổng khối lượng của ngôi sao
boson tiến gần đến giá trị ngưỡng này, các nghiệm trạng thái cơ bản biểu hiện cơ chế tập trung
khối lượng mạnh mẽ và xuất hiện hành vi tiệm cận đặc trưng. Mục tiêu chính của bài báo là mô tả
chính xác quá trình này thông qua phân tích hành vi tiệm cận và cơ chế tập trung khối lượng khi
tiến gần đến chế độ tới hạn. Phương pháp của chúng tôi chủ yếu dựa vào kỹ thuật giải tích biến
phân, các bất đẳng thức hàm nội suy, và phân tích tỉ lệ của hàm năng lượng. Các kết quả thu được
góp phần làm sáng tỏ bản chất toán học của hiện tượng sụp đổ tự hấp dẫn trong các hệ boson,
đồng thời mở rộng các lý thuyết phi tương đối tính hiện có sang khuôn khổ (bán) tương đối tính.
Ngoài ra, chúng cũng đóng góp vào việcmô tả định lượng cấu trúc của các sao boson và ngưng tụ
Bose–Einstein tự hấp dẫn trong các chế độ năng lượng cao. Khung lý thuyết này có thể được xem
như bước trung gian quan trọng giữa mô hình Hartree phi tương đối tính và các mô hình trường
lượng tử đầy đủ trong vật lý thiên văn.
Từkhoá: Ngưng tụ Bose–Einstein, phương trình Hartree bán tương đối tính, sao boson, tự hấp dẫn
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Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu hiện tượng sụp đổ hấp dẫn của một ngôi sao 

boson bán tương đối tính trong khuôn khổ của lý thuyết xấp xỉ bán cổ điển. Trọng tâm là bài toán 

biến phân 

𝐸𝜔
H ≔ inf {ℰ𝜔

H[𝑢]: 𝑢 ∈ 𝐻
1
2(ℝ3), ∫  

ℝ3

  |𝑢(𝑥)|2d𝑥 = 1} , (1) 

thường được gọi là năng lượng Hartree. Phiếm hàm năng lượng Hartree tương ứng được cho bởi 

ℰ𝜔
H[𝑢] ≔ ∫  

ℝ3

|(−Δ + 𝑚2)
1
4𝑢(𝑥)|

2

 d𝑥 −
𝜔

2
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑢(𝑥)|2|𝑢(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦. (2) 

Ở đây, 𝑚 > 0 biểu thị khối lượng của các hạt boson giống hệt nhau, và toán tử √−Δ + 𝑚2 được 

định nghĩa thông qua biến đổi Fourier, cụ thể là 

∫  
ℝ3

|(−Δ + 𝑚2)
1
4𝑢(𝑥)|

2

 d𝑥 = ∫  
ℝ3

√|2𝜋𝑘|2 + 𝑚2|𝑢̂(𝑘)|2 d𝑘. 

Hằng số liên kết 𝜔 > 0 trong (2) biểu diễn cường độ của tương tác hấp dẫn Newton, và đóng vai 

trò quan trọng trong phân tích của chúng tôi. 

Phiếm hàm năng lượng (2) mô tả năng lượng hiệu dụng trên mỗi hạt của một ngôi sao 

boson, được suy ra từ lý thuyết cơ học lượng tử nhiều hạt, và có thể được tìm thấy trong [1]. 

Trong bối cảnh này, ta có thể hiểu 𝜔 = 𝑔𝑁, trong đó 𝑔 là hằng số hấp dẫn và 𝑁 là số lượng hạt. 

Một thực tế cơ bản là ngôi sao boson sẽ sụp đổ khi 𝑁 vượt quá một giá trị tới hạn, được gọi là 

giới hạn Chandrasekhar. Trong mô hình hiệu dụng (1), hiện tượng sụp đổ này được thể hiện đơn 

giản bởi 𝐸𝜔
H = −∞ khi 𝜔 vượt quá một giá trị tới hạn 𝜔𝑐. Do tồn tại sự cân bằng giữa động năng 

và thế năng tương tác, giá trị tới hạn này được xác định một cách tự nhiên như là hằng số tối ưu 

trong bất đẳng thức nội suy 

𝜔𝑐

2
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑢(𝑥)|2|𝑢(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦 ≤ ∫  

ℝ3

|(−Δ)
1
4𝑢(𝑥)|

2

 d𝑥 ∫  
ℝ3

|𝑢(𝑥)|2 d𝑥, (3) 

với mọi 𝑢 ∈ 𝐻
1

2(ℝ3). Ta đã được biết (xem, chẳng hạn, [2]) rằng bất đẳng thức (3) có hàm đạt 

cực trị, cụ thể là một hàm 𝑄 ∈ 𝐻
1

2(ℝ3), có thể chọn sao cho dương, đối xứng cầu và giảm dần. 

Ngoài ra, hàm này thỏa mãn các điều kiện chuẩn hóa: 

∫  
ℝ3

|𝑄(𝑥)|2 d𝑥 = ∫  
ℝ3

|(−Δ)
1
4𝑄(𝑥)|

2

 d𝑥 =
𝜔𝑐

2
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑄(𝑥)|2|𝑄(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦 = 1. (4) 

Hơn nữa, 𝑄 ∈ 𝐻
1

2(ℝ3) là nghiệm dương của phương trình phi tuyến 

√−Δ𝑄 + 𝑄 − 𝜔𝑐(|𝑥|−1 ∗ 𝑄2)𝑄 = 0 (5) 

     

MỞĐẦU
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và có tính chất suy giảm đại số (xem, chẳng hạn, [3]) 

𝑄(𝑥) ≤ 𝐶(1 + |𝑥|)−4. 

Tính duy nhất (ngoại trừ phép tịnh tiến và co giãn) của hàm đạt cực trị cho (3), cũng như của 

nghiệm dương cho phương trình (5), vẫn là một vấn đề mở (xem [4] để biết thêm thảo luận). 

Trong phần sau, chúng tôi ký hiệu 𝓚 là tập hợp tất cả các hàm dương, đối xứng cầu và giảm dần, 

thỏa mãn (4) và (5). 

Mục tiêu nghiên cứu của chúng tôi là sự tồn tại và hành vi tiệm cận của các hàm cực tiểu 

Hartree trong chế độ sụp đổ. Ta có kết quả sau. 

ĐỊNH LÝ 1.1. Giả sử 𝑚 > 0. Khi đó ta có các kết quả sau: 

i) Bài toán biến phân 𝐸𝜔
H trong (1) có cực tiểu (dương, đối xứng cầu, giảm dần) nếu và chỉ 

nếu 0 < 𝜔 < 𝜔𝑐. 

ii) Cho dãy {𝜔𝑘} sao cho 𝜔𝑘 ↗ 𝜔𝑐 khi 𝑘 → ∞, và 𝑢𝜔𝑘
 là dãy cực tiểu dương của 𝐸𝜔𝑘

H . Khi 

đó tồn tại 𝑄 ∈ 𝓚 sao cho, ngoại trừ phép tịnh tiến và chọn dãy con, ta có sự hội tụ mạnh 

trong 𝐻
1

2(ℝ3), 

lim
𝑘→∞

 ℓ𝑘

−
3
2𝑢𝜔𝑘

(ℓ𝑘
−1 ⋅) = 𝑄   với   ℓ𝑘 = 𝑚√

𝜔𝑐

2
inf

𝑊∈𝓚
 ‖(−Δ)−

1
4𝑊‖

𝐿2
(𝜔𝑐 − 𝜔𝑘)−

1
2. (6) 

Ngoài ra, năng lượng Hartree có hành vi tiệm cận 

lim
𝑘→∞

 ℓ𝑘𝐸𝜔𝑘
H = 𝑚2 inf

𝑊∈𝓚
 ‖(−Δ)−

1
4𝑊‖

𝐿2

2

. (7) 

Mệnh đề trong ĐỊNH LÝ 1.1(i) đã được nêu trong [1], nhưng không có chứng minh chi 

tiết. Hơn nữa, chứng minh của ĐỊNH LÝ 1.1(ii) có thể tìm thấy trong [5], dựa trên phân tích chi 

tiết của phương trình Euler–Lagrange tương ứng với hàm đạt cực tiểu 𝑢𝜔 của (1), tức là 

(−Δ + 𝑚2)
1
2𝑢𝜔 − 𝜔(|𝑢𝜔|2 ∗ | ⋅ |−1)𝑢𝜔 = 𝜇𝜔𝑢𝜔. 

Ở đây, nhân tử Lagrange được xác định, dưới sự ràng buộc ‖𝑢𝜔‖
𝐿2
2 = 1, bởi 

𝜇𝜔 = 𝐸𝜔
H −

𝜔

2
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑢𝜔(𝑥)|2|𝑢𝜔(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦. 

Mục tiêu của bài báo này là đưa ra một chứng minh thay thế cho ĐỊNH LÝ 1.1 bằng 

phương pháp giải tích biến phân, đồng thời khai thác tính chất đặc biệt của các cực tiểu Hartree 

là đối xứng cầu và giảm dần. Khác với hướng tiếp cận sử dụng phương trình Euler–Lagrange 

như trong [5], bài báo này sử dụng trực tiếp phương pháp giải tích biến phân, các bất đẳng thức 

hàm nội suy, và phân tích tỉ lệ của hàm năng lượng. Điều này giúp bài toán trở nên tự nhiên hơn 

từ góc độ năng lượng và tránh được một số phức tạp kỹ thuật khi xử lý phương trình đạo hàm 

riêng phi tuyến như cách tiếp cận truyền thống Euler–Lagrange trong [5]. 

KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN
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Trước hết, ta chứng minh sự không tồn tại cực tiểu khi 𝜔 ≥ 𝜔𝑐 trong ĐỊNH LÝ 1.1(i). 

Giả sử 𝑄 ∈ 𝓚. Ta sử dụng nguyên lý biến phân, và bất đẳng thức toán tử 

√−Δ + 𝑚2 ≤ √−Δ +
𝑚2

2√−Δ
, (8) 

có thể được chứng minh dễ dàng bằng biến đổi Fourier. Khi đó, ta có 

0 ≤ 𝐸𝜔
H ≤ ℰ𝜔𝑐

H [ℓ
3
2𝑄(ℓ ⋅)] ≤ ℓ (1 −

𝜔

𝜔𝑐
) +

𝑚2

2ℓ
‖(−Δ)−

1
4𝑄‖

𝐿2

2

. 

Lấy giới hạn ℓ → ∞, ta thu được 

𝐸𝜔
H = {

0  nếu 𝜔 = 𝜔𝑐

−∞  nếu 𝜔 > 𝜔𝑐

. 

Tiếp theo, ta chứng minh rằng bài toán biến phân (1) có cực tiểu với mọi 0 < 𝜔 < 𝜔𝑐. 

Trước hết, ta nhận thấy rằng 𝐸𝜔
H < 𝑚. Để thấy điều này, ta dùng bất đẳng thức toán tử 

√−Δ + 𝑚2 ≤ 𝑚 +
−Δ

2𝑚
, (9) 

cũng có thể được chứng minh bằng biến đổi Fourier. Khi đó, bởi nguyên lý biến phân và một 

phép tỷ lệ đơn giản, ta có 

𝐸𝜔
H ≤ ℰ𝜔

H [ℓ
3
2𝜙(ℓ ⋅)] ≤ 𝑚 +

ℓ2

2𝑚
∫  

ℝ3

|∇𝜙(𝑥)|2 d𝑥 −
ℓ𝜔

2
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝜙(𝑥)|2|𝜙(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦 < 𝑚, 

với 𝜙 ∈ 𝐶𝑐
∞(ℝ3) là hàm trơn cố định thoả ‖𝜙‖𝐿2

2 = 1, và ℓ = ℓ(𝜔, 𝜙) > 0 được chọn đủ nhỏ. 

Bây giờ ta có thể chứng minh sự tồn tại của cực tiểu Hartree khi 0 < 𝜔 < 𝜔𝑐  bằng 

phương pháp giải tích biến phân. Trước hết, ta nhận thấy rằng các cực tiểu Hartree (nếu tồn tại) 

có thể được chọn đối xứng cầu và giảm theo bán kính, nhờ bất đẳng thức sắp xếp lại (xem, chẳng 

hạn, [6]). Gọi {𝑢𝑛} là một dãy (đối xứng cầu, giảm theo bán kính) cực tiểu hoá cho 𝐸𝜔
H, tức là 

‖𝑢𝑛‖
𝐿2
2 = 1 và 

𝐸𝜔
H = lim

𝑛→∞
 ℰ𝜔

H[𝑢𝑛]. 

Từ (3), ta có 

ℰ𝜔
H[𝑢𝑛] ≥ (1 −

𝜔

𝜔𝑐
) ∫  

ℝ3

|(−Δ)
1
4𝑢𝑛|

2

. 

HƯƠNG PHÁP VÀ CHỨNGMINH
Sự tồn tại của các cực tiểu Hartree
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Điều này cho thấy {𝑢𝑛} bị chặn đều trong 𝐻
1

2(ℝ3). Sau khi tịnh tiến (nếu cần) và trích ra một dãy 

con, ta có 𝑢𝑛 → 𝑢0  yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3), và hầu khắp nơi trong ℝ3 . Mặt khác, do phép nhúng 

Sobolev, {𝑢𝑛} cũng bị chặn đều trong 𝐿2 ∩ 𝐿3(ℝ3). Vì {𝑢𝑛} là dãy dương, đối xứng cầu và giảm, 

ta suy ra 

|𝑢𝑛(𝑥)|𝑝 ≤ |𝐵ℝ3(0, 𝑥)|−1 ∫  
|𝑦|≤|𝑥|

|𝑢𝑛(𝑦)|𝑝 d𝑦 ≤ |𝐵ℝ3(0,1)|−1|𝑥|−3‖𝑢𝑛‖
𝐿𝑝
𝑝

 

với mọi 𝑥 ∈ ℝ3 ∖ 0 và 2 ≤ 𝑝 ≤ 3. Do đó, ta có ước lượng đều theo 𝑛: 

|𝑢𝑛(𝑥)| ≲ min {|𝑥|−
3
2, |𝑥|−1} =: 𝑓(𝑥). 

Ngoài ra, dễ thấy rằng, với mọi 2 < 𝑞 < 3, 

∫  
ℝ3

𝑓(𝑥)𝑞 d𝑥 < ∞. 

Theo định lý hội tụ bị chặn, ta có 𝑢𝑛 → 𝑢0 mạnh trong 𝐿𝑞(ℝ3) với mọi 2 < 𝑞 < 3. Nhờ tính chất 

hội tụ tốt nói trên, ta sẽ chứng minh được rằng 𝑢0 thực sự là cực tiểu của 𝐸𝜔
H. Trước hết, 𝑢0 ≢ 0, 

nếu không, theo bất đẳng thức Hardy–Littlewood–Sobolev (xem, chẳng hạn, [6]), ta sẽ có 

lim
𝑛→∞

 ∬  
ℝ3×ℝ3

|𝑢𝑛(𝑥)|2|𝑢𝑛(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦 = 0 

và do đó, với điều kiện chuẩn hóa ‖𝑢𝑛‖
𝐿2
2 = 1, 

𝐸𝜔
H = lim

𝑛→∞
 ℰ𝜔

H[𝑢𝑛] = lim
𝑛→∞

 ∫  
ℝ3

|(−Δ + 𝑚2)
1
4𝑢𝑛(𝑥)|

2

 d𝑥 ≥ 𝑚. 

Điều này trái với 𝐸𝜔
H < 𝑚 mà ta đã quan sát trước đó. Bây giờ, ta định nghĩa phiếm hàm năng 

lượng Hartree hiệu chỉnh 

ℱ𝜔
H[𝑢] ≔ ℰ𝜔

H[𝑢] − 𝑚 ∫  
ℝ3

|𝑢(𝑥)|2 d𝑥. 

Chú ý rằng năng lượng liên kết tương ứng 𝐹𝜔
H thoả 

𝐹𝜔
H ≔ inf {ℱ𝜔

H[𝑢]: 𝑢 ∈ 𝐻
1
2(ℝ3), ∫  

ℝ3

  |𝑢(𝑥)|2 = 1} = 𝐸𝜔
H − 𝑚 < 0. 

Sử dụng bổ đề Fatou cho phần động năng hiệu chỉnh, bất đẳng thức Hardy–Littlewood–Sobolev 

cho phần tương tác, tính hội tụ yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3) cùng với hội tụ mạnh trong 𝐿𝑞(ℝ3) (với 2 <
𝑞 < 3 ), ta thu được 
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𝐸𝜔
H = lim

𝑛→∞
 ℱ𝜔

H[𝑢𝑛] + 𝑚 ≥ ℱ𝜔
H[𝑢0] + 𝑚 = ‖𝑢0‖

𝐿2
2 ℱ𝜔

H [
𝑢0

‖𝑢0‖𝐿2
] + 𝑚 ≥ ‖𝑢0‖

𝐿2
2 𝐹𝜔

H + 𝑚

≥ 𝐹𝜔
H + 𝑚 = 𝐸𝜔

H. 

Ở đây, ta đã dùng 0 < ‖𝑢0‖
𝐿2
2 ≤ 1, bởi bổ đề Fatou và sự hội tụ yếu trong 𝐿2, và 𝐹𝜔

H < 0. Vì vậy, 

mọi dấu bằng phải xảy ra, và ta phải có ‖𝑢0‖
𝐿2
2 = 1. Điều này chứng minh rằng 𝑢0 là cực tiểu 

của 𝐸𝜔
H. 

Trong tiểu mục này, chúng tôi chứng minh hành vi suy sụp của các cực tiểu của 𝐸𝜔
H trong 

ĐỊNH LÝ 1.1(ii). 

Giả sử 𝜔𝑘 ↗ 𝜔𝑐 khi 𝑘 → ∞ và đặt 𝑢𝑘 ≔ 𝑢𝜔𝑘
 là cực tiểu dương của 𝐸𝜔𝑘

H . Trước hết, ta 

tính cận trên chính xác cho 𝐸𝜔𝑘
H . Lấy 𝑊 ∈ 𝓚 thì 𝑊 thỏa mãn (4) và (5). Từ (8), ta có 

𝐸𝜔𝑘
H ≤ ℰ𝜔𝑘

H [ℓ
3
2𝑊(ℓ ⋅)] ≤

𝑚2

2ℓ
‖(−Δ)−

1
4𝑊‖

𝐿2

2

+ ℓ
𝜔𝑐 − 𝜔𝑘

𝜔𝑐
. 

Tối ưu hóa theo mọi ℓ > 0 và 𝑊 ∈ 𝓚, ta thu được cận trên năng lượng mong muốn trong (7). 

Ta chứng minh cận dưới tương ứng của năng lượng trong (7) bằng cách chứng minh sự hội tụ 

của các cực tiểu. 

Trong phần tiếp theo, ta chứng minh rằng dãy cực tiểu {𝑢𝑘} suy sụp theo nghĩa là động 

năng tiến đến vô hạn. Độ dài suy sụp hiệu chỉnh được xác định bởi hạng tử động năng, và sẽ 

được nhận dạng với độ dài suy sụp gốc. Ta có kết quả sau. 

BỔ ĐỀ 2. Đặt 𝛿𝑘
−1 ≔ ‖(−𝛥)

1

4𝑢𝑘‖
𝐿2

2

. Khi đó các mệnh đề sau đúng: 

i) 𝛿𝑘 → 0 khi 𝑘 → ∞. 

ii) Tồn tại 𝑄 ∈ 𝓚 sao cho, sau khi tịnh tiến và trích ra một dãy con, ta có sự hội tụ mạnh 

lim
𝑘→∞

 𝛿𝑘

3

2𝑢𝑘(𝛿𝑘 ⋅) = 𝑄 trong 𝐻
1

2(ℝ3). 

Chứng minh. 

i) Giả sử ngược lại rằng, sau khi trích một dãy con, {𝑢𝑘} bị chặn đều trong 𝐻
1

2(ℝ3). Khi đó 

tồn tại 𝑢0 ∈ 𝐻
1

2(ℝ3) sao cho, sau khi tịnh tiến và trích một dãy con, 𝑢𝑘 → 𝑢0 hầu khắp 

nơi trong ℝ3 và hội tụ yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3). Thực tế, sự hội tụ này là mạnh trong 𝐿𝑞(ℝ3) 

với mọi 2 < 𝑞 < 3, vì {𝑢𝑘} là dãy hàm dương, đối xứng cầu và giảm dần. Nếu 𝑢0 ≡ 0 thì 

theo bất đẳng thức Hardy–Littlewood–Sobolev, ta có 

lim
𝑘→∞

 𝐸𝜔𝑘
H = lim

𝑘→∞
 ∫  

ℝ3

|(−Δ + 𝑚2)
1
4𝑢𝑘(𝑥)|

2

 d𝑥 ≥ 𝑚. 

Tuy nhiên, điều này mâu thuẫn với cận trên của năng lượng Hartree trong (7). Do đó, 

𝑢0 ≢ 0. Tại bước này, ta sử dụng bổ đề Fatou, bất đẳng thức Hardy–Littlewood–Sobolev, 

Hành vi của cực tiểu Hartree
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sự hội tụ yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3), cùng với hội tụ mạnh trong 𝐿𝑞(ℝ3) (với 2 < 𝑞 < 3 ) của 𝑢𝑘 

đến 𝑢0. Ta thu được 

lim
𝑘→∞

 𝐸𝜔𝑘
H ≥ ℰ𝜔𝑐

H [𝑢0] > ℰ𝜔𝑐
H [𝑢0]|

𝑚=0
≥ 0, 

trong đó ta đã sử dụng (3) ở bất đẳng thức cuối cùng, cùng với thực tế 0 < ‖𝑢0‖
𝐿2
2 ≤ 1, 

bởi bổ đề Fatou. Một lần nữa, điều này mâu thuẫn với cận trên năng lượng trong (7). 

Suy ra rằng ta phải có 𝛿𝑘 → 0 khi 𝑘 → ∞. 

ii) Đặt 𝑤𝑘 ≔ 𝛿𝑘

3

2𝑢𝑘(𝛿𝑘 ⋅) và viết lại hàm năng lượng: 

𝛿𝑘𝐸𝜔𝑘
H ≥ ℰ𝜔𝑘

H [𝑤𝑘]|
𝑚=0

. 

Hiển nhiên rằng {𝑤𝑘} bị chặn đều trong 𝐻
1

2(ℝ3) vì 

‖(−Δ)
1
4𝑤𝑘‖

𝐿2

2

= 1 = ‖𝑤𝑘‖
𝐿2
2 . 

Hơn nữa, vì dãy {𝑢𝑘} có tính dương, đối xứng tâm và giảm theo bán kính, nên dãy {𝑤𝑘} 

cũng có các tính chất đó. Do đó, tồn tại 𝑤0 ∈ 𝐻
1

2(ℝ3) sao cho, sau khi tịnh tiến và trích 

dãy con, 𝑤𝑘 → 𝑤0  hầu khắp nơi trong ℝ3 , hội tụ yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3), và mạnh trong 

𝐿𝑞(ℝ3) với mọi 2 < 𝑞 < 3 . Nếu 𝑤0 ≡ 0 thì theo bất đẳng thức Hardy–Littlewood–

Sobolev, ta có 

lim
𝑘→∞

 𝛿𝑘𝐸𝜔𝑘
H ≥ lim

𝑘→∞
 ℰ𝜔𝑘

H [𝑤𝑘]|
𝑚=0

= lim
𝑘→∞

 ∫  
ℝ3

|(−Δ)
1
4𝑤𝑘(𝑥)|

2

 d𝑥 = 1. 

Tuy nhiên, điều này mâu thuẫn với thực tế rằng 𝛿𝑘𝐸𝜔𝑘
H → 0 khi 𝑘 → ∞, theo cận trên 

năng lượng trong (7). Do đó, 𝑤0 ≢ 0. Bây giờ, ta lại sử dụng bổ đề Fatou, bất đẳng thức 

Hardy–Littlewood–Sobolev, sự hội tụ yếu trong 𝐻
1

2(ℝ3), cùng sự hội tụ mạnh trong 

𝐿𝑞(ℝ3) (với 2 < 𝑞 < 3 ) của 𝑤𝑘 đến 𝑤0. Ta có   

0 = lim
𝑘→∞

 𝛿𝑘𝐸𝜔𝑘
H ≥ lim

𝑘→∞
 ℰ𝜔𝑘

H [𝑤𝑘]|
𝑚=0

≥ ℰ𝜔𝑐
H [𝑤0]|

𝑚=0
≥ (1 − ‖𝑤0‖

𝐿2
2 ) ‖(−Δ)

1

4𝑤0‖
𝐿2

2

≥

0,  

trong đó ta đã sử dụng (3) ở bất đẳng thức cuối cùng, cùng với 0 < ‖𝑤0‖
𝐿2
2 ≤ 1, bởi bổ 

đề Fatou. Đẳng thức phải xảy ra trong biểu thức trên. Do đó, ‖𝑤0‖
𝐿2
2 = 1  và 

‖(−Δ)
1

4𝑤𝑘‖
𝐿2

2

 hội tụ đến ‖(−Δ)
1

4𝑤0‖
𝐿2

2

 khi 𝑘 → ∞. Theo bổ đề Brezis–Lieb [7], ta kết 

luận rằng 𝑤𝑘 hội tụ mạnh đến 𝑤0 trong 𝐻
1

2(ℝ3). Điều này kết thúc chứng minh BỔ ĐỀ 2. 

Bây giờ, ta quay lại chứng minh kết quả chính. Lấy ℓ𝑘  như trong (6)  và đặt 𝑤𝑘 =

              𝛿𝑘

3

2𝑢𝑘(𝛿𝑘 ⋅) là dãy trong BỔ ĐỀ 2. Sử dụng bất đẳng thức toán tử 

√−Δ + 𝑚2  ≥ √−Δ +
𝑚2

2√−Δ + 𝑚2
,  
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có thể được chứng minh bằng biến đổi Fourier, ta có 

𝐸𝜔𝑘
H ≥ 𝛿𝑘

𝑚2

2
‖(−Δ + 𝑚2𝛿𝑘

2)−
1
4𝑤𝑘‖

𝐿2

2

+
𝜔𝑐 − 𝜔𝑘

2𝛿𝑘
∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑤𝑘(𝑥)|2|𝑤𝑘(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦. (11) 

Theo bổ đề Fatou, ta có 

lim
𝑘→∞

 ‖(−Δ + 𝑚2𝛿𝑘
2)−

1
4𝑤𝑘‖

𝐿2

2

≥ ‖(−Δ)−
1
4𝑄‖

𝐿2

2

≥ inf
𝑊∈𝓚

 ‖(−Δ)−
1
4𝑊‖

𝐿2

2

. (12) 

Theo bất đẳng thức Hardy–Littlewood–Sobolev, ta có 

lim
𝑘→∞

 ∬  
ℝ3×ℝ3

|𝑤𝑘(𝑥)|2|𝑤𝑘(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦 = ∬  

ℝ3×ℝ3

|𝑄(𝑥)|2|𝑄(𝑦)|2

|𝑥 − 𝑦|
d𝑥 d𝑦. (13) 

Nhân hai vế của (11) với ℓ𝑘, sử dụng cận trên năng lượng Hartree trong (7), cùng với (12), (13), 

và (4), ta suy ra rằng 

1 ≥
ℓ𝑘𝛿𝑘

2
(1 + 𝑜(1)) +

1

2ℓ𝑘𝛿𝑘
(1 + 𝑜(1)). (14) 

Vì vế trái là hữu hạn và không phụ thuộc vào 𝑘, ta kết luận rằng ℓ𝑘𝛿𝑘 bị chặn đều cả trên và dưới. 

Đặc biệt, tồn tại hằng số dương 𝜆 > 0 sao cho 

lim
𝑘→∞

 ℓ𝑘𝛿𝑘 = 𝜆 > 0. 

Lấy giới hạn 𝑘 → ∞ trong (14), ta được 

1 ≥
𝜆

2
+

1

2𝜆
≥ 1. (15) 

Ở đây ta đã dùng bất đẳng thức Cauchy–Schwarz trong bất đẳng thức thứ hai của (15). Do đó, 

đẳng thức trong (15) phải xảy ra với giá trị tối ưu 𝜆 = 1. Điều này xác định độ dài suy sụp 𝛿𝑘 

trong BỔ ĐỀ 2 trùng với ℓ𝑘
−1 trong (6). 
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ABSTRACT
This paper investigates the gravitational collapse mechanism in boson stars through a semi-
relativisticmodel derived from Bose–Einstein condensation theory. Themodel is built upon a semi-
relativistic Hartree equation with Newtonian gravitational potential, where the kinetic operator is
given by

√
−∆+m2 , withm denoting the bosonmass. This systempossesses a criticalmass thresh-

old, analogous to the Chandrasekhar limit for fermion stars. As the total mass of the boson star
approaches this critical value, the ground-state solutions exhibit strong mass concentration and
characteristic asymptotic behavior. The main objective of the paper is to provide a precise descrip-
tion of this phenomenon. Our approach relies primarily on variational analytic techniques, inter-
polation functional inequalities, and scaling analysis of the energy functional. The results obtained
shed light on the mathematical nature of gravitational collapse in bosonic systems and extend
existing non-relativistic theories to the (semi-) relativistic framework. Moreover, they contribute
to a quantitative understanding of the structure of boson stars and self-gravitating Bose–Einstein
condensates in high-energy regimes. This theoretical framework can be viewed as an important
intermediate step between the non-relativistic Hartree model and fully relativistic quantum field
models in astrophysics.
Key words: Bose-Einstein condensates, semi-relativistic Hartree equation, boson stars, self-
gravitating
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